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• преобразования Дарбу для акустической спектральной задачи
• приложения к уравнениям

Дима [1]: wt = w3wyyy

Камассы-Холма [2, 3]: 4ht − hzzt + 2εhz = hhzzz + 2hzhzz − 12hhz

• схема построения преобразований Бэклунда (ПБ) для уравнений с переменной
сепарантой

ut = A(uxxx, uxx, ux, u, x, α), Auxxx 6= c(x).
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1 Введение

• Спектральная теория [4]

обобщённое уравнение Шрёдингера ϕyy = (q(y)− λr4(y))ϕ (gS)
уравнение Шрёдингера ψxx = (u(x)− λ)ψ (S)
акустическая спектральная задача ϕyy = −λr4(y)ϕ (A)
задача Камассы-Холма χzz = (1− λR4(z))χ (CH)

(A) на конечном интервале [5]: r > 0, r(−1) = r(1), r ∈ C∞([−1, 1])

(A) на оси [6]: потенциал r отграничен от 0, функция r − 1 быстроубывающая

(CH) на оси [6, 7]: R4 = m+ ω > 0, ω ≥ 0, m быстроубывающая

[4] F. Calogero, A. Degasperis. Spectral transforms and solitons, Amsterdam: North-Holland, 1982.
[5] M.G. Krein. On inverse problems for an inhomogeneous string. Dokl. Akad. Nauk SSSR 82 (1952)

669–672.
[6] R. Beals, D. Sattinger, J. Szmigielski. Acoustic scattering and the extended Korteweg-de Vries

hierarchy. Adv. Math. 140 (1998) 190–206.
[7] A. Constantin. On the scattering problem for the Camassa-Holm equation. R. Soc. Lond. Proc. Ser.

A Math. Phys. Eng. Sci. 457 (2001) 953–970.



NN! Локально все задачи сводятся друг к другу преобразованием Лиувилля, но оно
портит рассматриваемые классы потенциалов

ϕyy = Uϕ ! ϕ̃eyey = Ũ ϕ̃, dỹ = a2dy, ϕ̃ = aϕ, Ũ =
U

a4
+
aeyey
a

(gS) ϕyy = (q(y)− λr4(y))ϕ

l dx = r2dy, ψ = rϕ, u = q/r4 + rxx/r

(S) ψxx = (u(x)− λ)ψ

l dx = r2dy, ψ = rϕ, r = ψ(0) (1)

(A) ϕyy = −λr4(y)ϕ

l y = tanh z, ϕ = χ sech z, r = R cosh z (2)

(CH) χzz = (1− λR4(z))χ



Пример 1. Образ периодического δ-образного потенциала.
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Образ кноидального потенциала.
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• Алгебро-геометрические, много-солитонные, пиконные решения

NN! Все известные точные решения записываются не явно, а в параметрическом виде.

NN! Большинство точных решений сингулярны, то есть имеют особенности и/или
“неправильную” асимптотику
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Math. Phys. 221 (2001) 197–227.



• Преобразования Дарбу-Бэклунда

Оператор Шрёдингера: ПД — эффективный инструмент для построения точно-решаемых
потенциалов [13, 14, 15, . . . ]

Акустическая задача: [16, 17, 18]

NN! ПД добавляют сингулярности
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[14] A.B. Shabat. The infinite-dimensional dressing dynamical system. Inverse Problems 8 (1992) 303–

308.
[15] A.P. Veselov, A.B. Shabat. Dressing chain and the spectral theory of Schrödinger operators. Funct.
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[17] A.N.W. Hone. The associated Camassa-Holm equation and the KdV equation. J. Phys. A 32 (1999)

L307–L314.
[18] R. Ivanov. Conformal properties and Bäcklund transform for the Associated Camassa-Holm equation.

arXiv:nlin.SI/0507005.



2 Преобразования Дарбу

Преобразование Дарбу определяется по частному решению при λ = α.

Утверждение 1. Уравнение (S) сохраняет вид при преобразовании

ψ̂ = ψx − fψ, f :=
ψ

(α)
x

ψ(α)
, fx + f 2 = u− α, û = u− 2fx. (3)

Уравнение (A) сохраняет вид при преобразованиях

ϕ̂ =
ϕy

p
− ϕ, p :=

ϕ
(α)
y

ϕ(α)
, py + p2 = −αr4, r̂ =

p

r
, r̂2dŷ = r2dy, (4)

ϕ̄ = ϕy, r̄ = 1/r, dȳ = r4dy. (5)

α 6= 0: преобразования (3) и (4) сопряжены преобразованием Лиувилля (1).

α = 0: (5) эквивалентно (3) при ψ(0) = r;

(4) эквивалентно (3) при ψ(0) = r
∫
r−2dx+ cr ⇔ ϕ(0) = y + c.



3 Одевающие цепочки

Рассмотрим итерации преобразования Дарбу. Полагая f̂n = fn+1 и исключая un из
(3) получаем одевающую цепочку

fn+1,x + fn,x = f 2
n − f 2

n+1 + αn − αn+1. (6)

Аналогично, полагая

r̂n = −γnrn+1, ŷn = γ−2
n yn+1, −γ2

n = αn, dx = r2
ndyn

и исключая pn из (4), получаем одевающую цепочку

(rn+1rn)x = γn(r2
n+1 − r2

n), yn,x = r−2
n . (7)

HH? Так как данные ПД эквивалентны, между цепочками должна быть какая-то связь.

Её удобнее всего сформулировать, введя потенциал v по формулам

2vn,x = un, vn − vn+1 = fn,

что приводит к следующей форме одевающей цепочки (6):

vn+1,x + vn,x = (vn+1 − vn)2 + αn. (8)



vn fn
vn+1 fn+1

vn+2 fn+2

αn αn+1 αn+2

v̄n f̄n v̄n+1 f̄n+1 v̄n+2 f̄n+2

Fn Fn+1 Fn+2

Рис. 1: две копии одевающей цепочки

Рассмотрим две копии одевающей цепочки (8), на переменные vn и v̄n, связанные
преобразованием Дарбу с нулевым параметром:

vn,x + v̄n,x = (vn − v̄n)2.

Совместность этих уравнений с обеими копиями цепочки обеспечивается коммутатив-
ностью ПД [13], причём выполняются соотношения

(vn+1 − v̄n)(vn − v̄n+1) = αn. (9)

Разности fn, f̄n отождествляются с ориентированными горизонтальными рёбрами
фигуры на рис. 1.



Несложно показать, что разности Fn = vn−v̄n, отвечающие вертикальным рёбрам,
удовлетворяют цепочке

Fn+1,x + Fn,x = (Fn+1 − Fn)
√

(Fn+1 + Fn)2 − 4αn. (10)

Цепочка (10) связана с (7) заменой Fn = rn,x/rn.
Соотношение (9) эквивалентно квадратному уравнению относительно fn. Решая

его, получаем подстановки в цепочку (6).

Утверждение 2. Общие решения цепочек (6), (10) и (7) связаны подстановками

Fn =
rn,x

rn

, sn :=
√

(Fn+1 + Fn)2 − 4αn = γn

(rn+1

rn

+
rn

rn+1

)
, αn = −γ2

n,

2fn = Fn − Fn+1 − sn, fn =
rn,x − γnrn+1

rn

.



Для переменных yn можно выписать отдельную цепочку. Деля (7) на r2
n+1r

2
n и

интегрируя, получаем формулу (постоянные интегрирования убираются сдвигом yn →
yn + cn)

1

γnrn+1rn

= yn+1 − yn,

которая означает, что для нахождения всех yn достаточно одной квадратуры. Эти
уравнения можно переписать также в виде

yn+1,xyn,x = γ2
n(yn+1 − yn)2. (11)

Замена r̄n = 1/rn, порождённая преобразованием (5), эквивалентна обращению
вертикальных стрелок на рис. 1 и приводит к цепочкам

(r̄n+1r̄n)x = γn(r̄2
n+1 − r̄2

n), ȳn+1,xȳn,x = γ2
n(ȳn+1 − ȳn)2, ȳn,x = r̄−2

n .

Для переменных ȳn имеем рекуррентную формулу

ȳn+1 − ȳn = rn+1rn/γn.



4 Уравнение Дима

Одевающие цепочки вида

un+1,x = b(un,x, un, un+1, αn), (12)

задают преобразования Бэклунда для уравнений типа КдФ

ut = A(uxxx, uxx, ux, u, x, α). (13)

Примеры:

fn+1,x + fn,x = f 2
n − f 2

n+1 + αn − αn+1, ft = fxxx − 6(f 2 + α)fx (mKdV)

yn+1,xyn,x = γ2
n(yn+1 − yn)2, yt = yxxx −

3y2
xx

2yx

(Schwarz-KdV)

(rn+1rn)x = γn(r2
n+1 − r2

n), rt = rxxx −
3rxxrx

r
(14)



HH? Что такое преобразование Бэклунда?

Ответ: Уравнения (12), (13) должны быть совместны. Это равносильно тождеству

Dx(A[n+ 1]) = bun,xDx(A[n]) + bunA[n] + bun+1A[n+ 1],

где производные от un+1 исключены в силу (12).

Равенство коэффициентов при un,xxxx даёт соотношение

Auxxx [n+ 1] = Auxxx [n].

Величина A−1/3
uxxx называется сепарантой уравнения (13). Если она зависит только от

x, то уравнение приводится к виду

ut = uxxx + a(uxx, ux, u, x, α). (15)

В противном случае цепочка (12) не выводит за пределы конечно-параметрического
семейства решений ОДУ вида Auxxx = Auxxx [0] = c(x). Такое преобразование Бэклун-
да не может считаться полноценным.



HH? Как устроены преобразования Бэклунда для уравнений с переменной сепарантой?

Ответ: следует считать x вспомогательным параметром и расширить цепочку вида
(12) некоторым уравнением для независимых переменных yn.

Пример такого расширения даёт цепочка (7)

(rn+1rn)x = γn(r2
n+1 − r2

n), yn,x = r−2
n ,

отвечающая уравнению Дима на переменную w = r−2. Действительно, это уравнение
связано с (14) следующей композицией преобразования годографа и двух введений
потенциала

wt = w3wyyy rt = rxxx −
3rxxrx

r

⇑ ⇑

xy =
1

w
, xt =

1

2
w2

y − wwyy yx =
1

r2
, yt = −2rxx

r3

⇓ ⇓

xt =
xyyy

x3
y

−
3x2

yy

2x4
y

⇔ yt = yxxx −
3y2

xx

2yx



Замечание 1. Расширение цепочки может быть неединственным. Уравнение (14) до-
пускает более общий потенциал:

yx = ar−2 + br2, yt = −2arxxr
−3 + 2b(rrxx − 2r2

x).

Это можно использовать, чтобы сохранить вещественность при r ∼ eig, что отвечает
уравнениям sine-Гордон и мКдФ со знаком плюс перед нелинейным членом. Расши-
ренная цепочка

gn+1,x + gn,x = 2γn sin(gn+1 − gn), yn,x = c+ sin 2gn

задаёт ПБ для уравнения на w = yx:

wt = w3wyyy −
3

2
w2Dy

(w2
y(1− c2 + cw)

(w − c)2 − 1

)
gt = gxxx + 2g3

x

⇑ ⇑

xy =
1

w
, xt =

1

2
w2

y − wwyy +
3w2

y(1− c2 + cw)

2((w − c)2 − 1)

yx = c+ sin 2g,
yt = 2gxx cos 2g + 2g2

x sin 2g

⇓ ⇓

xt =
1

x3
y

(
xyyy −

3x2
yy(1− 3cxy + 2(c2 − 1)x2

y)

2xy((1− cxy)2 − x2
y)

)
⇔ yt = yxxx −

3(yx − c)y2
xx

2((yx − c)2 − 1)



Замечание 2. Имеется гипотеза, что все интегрируемые уравнения вида (13) приво-
дятся дифференциальными подстановками и контактными или точечными преобра-
зованиями к уравнениям с постоянной сепаратной. Если это так, то ПБ для уравне-
ний вида (13) можно получить из ПБ для уравнений (15) при помощи подходящего
расширения. Интегрируемые уравнения вида (15) изучены очень хорошо и извест-
но, что все они приводятся (преобразованиями, не меняющими x) к уравнению КдФ,
Кричевера-Новикова или линейному. Соответственно, все одевающие цепочки сводят-
ся в конечном счёте к нескольким базовым. О современном состоянии классификации
уравнений (13) см. [19].

[19] R.H. Heredero. Classification of fully nonlinear integrable evolution equations of third order. J. Nonl.
Math. Phys. 12:4 (2005) 567–585.



5 Представление нулевой кривизны

Пусть уравнение с переменной сепарантой имеет представление нулевой кривизны

Φy = MΦ, Φt = NΦ ⇒ Mt = Ny + [N,M ].

Так как ПБ меняет независимую переменную, заменяем ∂y на производную по пара-
метру x, не зависящему от n:

∂x = ρn∂yn , ∂T = ∂tn + σn∂yn , ρn = yn,x, σn = yn,T .

Тогда условие совместности линейных задач

Φn,x = ρnMnΦn, Φn+1 = LnΦn

определит расширенную одевающую цепочку

Ln,x = ρn+1Mn+1Ln − ρnLnMn, yn,x = ρn. (16)

При заданной матрице M отсюда конструктивно находятся как множитель ρn, так и
матрица Ln. Аналогично, t-часть преобразования Бэклунда определяется из условия
совместности с линейной задачей

Φn,T = (Nn + σnMn)Φn, yn,T = σn.



Например, уравнение Дима задаёт изоспектральную деформацию акустического
уравнения (A):

ϕyy = −λw−2ϕ, ϕt = 2λwyϕ− 4λwϕy.

В матричной форме,

Φ =

(
ϕ
ϕy

)
, M =

(
0 1

−λw−2 0

)
, N = 2λ

(
wy −2w

2λw−1 + wyy −wy

)
.

Продолжая преобразование Дарбу (4) на ϕ̂ŷ, получаем матрицу

Ln =

(
γn (rn+1rn)−1

−λrn+1rn γn

)
,

и (16) даёт уравнения цепочки вместе со связью

ρn = wn = r−2
n .

Наоборот, если положить degλ Ln = degλ detLn = 1, то и эта связь, и сама матрица
Ln однозначно находятся из (16).



6 Уравнение Камассы-Холма

4ht − hzzt + 2εhz = hhzzz + 2hzhzz − 12hhz

Линейные задачи:

χzz = (1− λR4(z))χ, χt =
hz

2
χ+

( 1

2λ
− h

)
χz, R4 := hzz − 4h− ε.

Одевающая цепочка в переменных z, R получается преобразованием Лиувилля (2) из
цепочки (11):

zn+1,xzn,x = γ2
n sinh2(zn+1 − zn), zn,x = R−2

n .

Закон сохранения (R2)t + (R2h)z = 0 позволяет применить преобразование по
решению

dx = R2dz −R2hdt ⇒ zx = R−2, zt = h ⇒
zxxtzx − zxtzxx = (4zt + ε)z3

x + zx. (17)

Уравнение на z — ассоциированное уравнение Камассы-Холма [16, 17, 18].



Второе преобразование Бэклунда, без параметра, можно получить, как предель-
ный случай. Чтобы избежать путаницы, будем обозначать его итерации верхним ин-
дексом. Соответствующая t-часть — цепочка типа Вольтерры [20, 21].

Утверждение 3. Следующая пара цепочек коммутирует:

zm
x z

m+1
x = e2zm−2zm+1

, −8zm
t = 2ε+ e2zm+1−2zm

+ e2zm−2zm−1

. (18)

Переменные zm удовлетворяют в силу этих цепочек уравнению (17).

В переменных v:

vm
x + vm+1

x = (vm − vm+1)2, vm
t = (vm+1 − vm−1)−1 ⇒

2vtvxxt − v2
xt − 8vxv

2
t + 1 = 0.

Данное ПБ продолжает рис. 1 в вертикальном направлении, причём выполняется раз-
ностное уравнение (совместное с динамикой по t)

(vm
n+1 − vm+1

n )(vm
n − vm+1

n+1 ) = αn.

[20] A.B. Shabat, R.I. Yamilov. Symmetries of nonlinear chains. Len. Math. J. 2:2 (1991) 377–399.
[21] R.I. Yamilov. Invertible substitutions generated by the Bäcklund transformations. Theor. Math. Phys.

85:3 (1990) 368–375.



7 Вронскианные формулы

Построение преобразований Дарбу по волновым функциям ψ
(αn)
1 :

−D2
x + u1 −D2

x + u2 −D2
x + u3 · · · −D2

x + un

ψ
(α1)
1 → 0 0 · · · 0

ψ
(α2)
1 → ψ

(α2)
2 → 0 · · · 0

...
...

...
...

ψ
(αn)
1 → ψ

(αn)
2 → ψ

(αn)
3 → · · · ψ

(αn)
n

Формулы Крама [22]:

ψ
(λ)
n+1 =

∆n(ψ
(λ)
1 )

∆n

, un+1 = u1 − 2D2
x log ∆n,

где

∆0 = 1, ∆n = 〈ψ(α1)
1 , . . . , ψ

(αn)
1 〉, ∆n(g) = 〈ψ(α1)

1 , . . . , ψ
(αn)
1 , g〉,

〈g1, . . . , gn〉 := det(Dk−1
x (gj))|nj,k=1.

[22] M.M. Crum. Associated Sturm-Liouville systems. Quart. J. Math. Oxford Ser. 2 6 (1955) 121–127.



Формулы Крама продолжаются на все переменные, введённые в разделе 3. Прежде
всего,

fn+1 = Dx log
(∆n+1

∆n

)
, vn+1 = v1 −Dx log ∆n.

Так как r1 является волновой функцией при λ = 0, то

v̄n = v1 −Dx log ∆n−1(r1), Fn = Dx log
(∆n−1(r1)

∆n−1

)
.

Для потенциалов и волновых функций акустического уравнения имеем парамет-
рическое представление:

rn+1 =
∆n(r1)

γn . . . γ1∆n

, ϕ
(λ)
n+1 =

∆n(ψ
(λ)
1 )

∆n(r1)
, yn+1 =

n∑
k=1

1

γkrk+1rk

+

∫
r−2
1 (ξ)dξ, (19)

r̄n+1 =
1

rn+1

, ϕ̄
(λ)
n+1 =

∆n(r1, ψ
(λ)
1 )

∆n

, ȳn+1 =
n∑

k=1

rk+1rk

γk

+

∫
r2
1(ξ)dξ. (20)



Пример 2. Пусть u1 = c2, αn = c2 − κ2
n, где 0 < κ1 < · · · < κN−1 < κN = c. В

качестве волновых функций примем

ψ
(αn)
1 =

{
cosh(κnx+ δn), n = 2k − 1
sinh(κnx+ δn), n = 2k

, r1 = ψ
(αN )
1 = ψ

(0)
1 .

Тогда
∆n 6= 0, x ∈ R, ∆n ∼ e(κ1+···+κn)|x|, x→∞.

Так как ∆N−1(r1) = ∆N , то потенциалы uN = c2 − 2D2
x log ∆N−1 и ūN = c2 −

2D2
x log ∆N — обычные многосолитонные потенциалы, приподнятые на c2.
Потенциалы акустической задачи, как функции от x, имеют асимптотику

rN ∼ cosh cx, r̄N ∼ sech cx.

Функции yN , ȳN строго монотонно возрастают, но yN ограничена, а ȳN растёт на
бесконечности, как sinh 2cx. Рассмотрим эти случаи отдельно.
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1) Выберем в (19) значение первообразной

y1 =

{
c−1 tanh(cx+ δN) при N = 2k − 1
c−1 coth(cx+ δN) при N = 2k

Тогда масштабированная переменная y = cyN меняется от −1 до 1, и график w(y) =
cr−2

N имеет вид финитной шапочки. Зависимость фаз от t вида

δn = κn(4κ2
n − 6c2)t+ δ̃n, δ̃n = const (21)

приводит к решению уравнения Дима на отрезке [−1, 1] с нулевыми граничными усло-
виями.
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Применяя теперь преобразование Лиувилля (2), получаем функцию R(z) в пара-
метрическом виде

R = rN(x)
√

1− y2(x), z =
1

2
log

1 + y(x)

1− y(x)
.

При этом один солитон “съедается” преобразованием. Зависимость фаз от t, отвеча-
ющая уравнению Камассы-Холма, имеет вид

δn =
κnt

2c(c2 − κ2
n)

+ δ̃n, n = 1, . . . , N − 1, δN = −(1 + εc2)t

4c2
+ δ̃N .
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2) Функция w(y) = r2
N , y = ȳN , асимптотически имеет линейный рост. Она задаёт

решение уравнения Дима, если фазы δn зависят от t согласно формулам (21), а в
качестве первообразной принято

ȳ1 =
1

4c
sinh 2δN + (−1)N−1

(x
2

+ 3c2t
)

+ const .
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Пример 3. Пусть u1 = 0, αn = −γ2
n, где γN = 0 < γ1 < · · · < γN−1,

ψ
(αn)
1 =

{
cosh(γnx+ 4γ3

nt+ δn), n = 2k − 1
sinh(γnx+ 4γ3

nt+ δn), n = 2k
, r1 = ψ

(0)
1 = 1.

Тогда функция rN(x) = ∆N−1(1)/∆N−1 имеет N − 1 нуль. Полагая ȳ1 = x, получим
по формулам w(y) = r2

N , y = ȳN решение уравнения Дима с N − 1 особенностью.

[23] V.S. Novikov. Reflectionless potentials of the acoustic spectral problem. JETP Lett. 72:3 (2000)
223–228.



8 Заключение

Основной вывод: цепочку ПБ для уравнения с переменной сепарантой удобно за-
писывать в параметрическом виде, как двухкомпонентную цепочку на зависимую и
независимую переменные.

Открытые задачи:

HH? Уравнения, связанные со спектральной задачей Захарова-Шабата:

sine-Gordon ⇔ уравнение сверх-коротких импульсов vyt = v + 1
6
(v3)yy [24, 25];

НШ ⇔ двухкомпонентные аналоги уравнений Дима и Камассы-Холма [26, 27].
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1099–1114.



HH? Спектральная задача Каупа-Купершмидта (3-го порядка): уравнение Дегаспериса-
Прокеси [28, 29]

ut − uxxt = uuxxx + buxuxx − (b+ 1)uux, b = 3

(b = 2 — уравнение Камассы-Холма). Преобразование Дарбу более громоздко, см.
напр. [30].

HH? Расширение цепочек преобразований Дарбу и Лапласа для 2 + 1-мерных уравне-
ний с переменной сепарантой. Пример: обобщение уравнения Дима [31, 32]

ut + u3uxxx +
3

u

(
u2D−1

x

(uy

u2

))
y

= 0.

[28] A. Degasperis, M. Procesi. Asymptotic integrability, in Symmetry and Perturbation Theory (eds. A.
Degasperis, G. Gaeta), World Scientific (1999) 23–37.
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Math. Phys. 133 (2002) 1461–1472.

[30] V.E. Adler, V.G. Marikhin, A.B. Shabat. Canonical Bäcklund transformations and Lagrangian chains.
Theoret. Math. Phys. 129:2 (2001) 163–183.

[31] V.G. Dubrovsky, B.G. Konopelchenko. ∂̄-dressing and exact solutions for the (2 + 1)-dimensional
Harry Dym equation. J. Phys. A 27:13 (1994) 4619–4628.

[32] L.A. Dmitrieva, M.A. Khlabystova. Multisoliton solutions of (2+1)-dimensional Harry Dym equation.
Phys. Lett. A 237:6 (1998) 369–380.
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